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Conceitos em Probabilidades

Existem na natureza dois tipos de fendmenos de observacdo:

m Fenémenos deterministicos - produzem sempre o mesmo resultado quando as
condicdes iniciais sdo as mesmas.
Exemplo: A velocidade final de um corpo em queda livre no vacuo.

Velocidade com que o
corpo tocard o solo

-» Mantidas as mesmas condices, as variacbes obtidas para o valor da
velocidade sdo praticamente despreziveis.

- O modelo matemético: deterministico ou estatico.
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Conceitos em Probabilidades

m Fendmenos aleatérios - fornecem resultados diferentes (imprevisiveis), mesmo
quando as condicGes iniciais sdo as mesmas.

=» Exemplo: Lancamento de uma moeda n3o viciada.

I - AR ’ /,"-)\v

= S30 conhecidos os possiveis resultados (cara ou coroa), mas n&o se pode
precisar qual deles sera obtido.

= O modelo matematico: probabilistico ou estocastico.
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m Experimento aleatério - qualquer fenémeno que, repetido sob as mesmas
condicdes iniciais, produz resultados diferentes e imprevisiveis. Por exemplo:

i) O tempo gasto (em minutos) de chapa diariamente entre casa e faculdade;
ii) Sexo de trés filhos de um casal segundo a ordem do nascimento.



Conceitos em Probabilidades

m Experimento aleatério - qualquer fenémeno que, repetido sob as mesmas
condicdes iniciais, produz resultados diferentes e imprevisiveis. Por exemplo:
i) O tempo gasto (em minutos) de chapa diariamente entre casa e faculdade;
ii) Sexo de trés filhos de um casal segundo a ordem do nascimento.

m Espaco amostral (denotado por ) - conjunto de todos resultados possiveis de
um experimento aleatério. Nos exemplos acima, tem-se:
i) Q=4{1,2,3,...}
i) Q= {MMM, MMF,  MFM, FMM, MFF, FMF, FFM, FFF}.

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 4/36



Conceitos em Probabilidades

m Experimento aleatério - qualquer fenémeno que, repetido sob as mesmas
condicdes iniciais, produz resultados diferentes e imprevisiveis. Por exemplo:
i) O tempo gasto (em minutos) de chapa diariamente entre casa e faculdade;
ii) Sexo de trés filhos de um casal segundo a ordem do nascimento.

m Espaco amostral (denotado por ) - conjunto de todos resultados possiveis de
um experimento aleatério. Nos exemplos acima, tem-se:
i) Q=4{1,2,3,...}
i) Q= {MMM, MMF,  MFM, FMM, MFF, FMF, FFM, FFF}.

» Evento- subconjunto do espaco amostral. E denotado por uma letra maitiscula.
Alguns eventos do experimento if):
= A="ocorréncia de pelo menos dois filhos do sexo masculino”;
A = {MMF, MFM, FMM, MMM}

- B="ocorréncia de dois filhos do mesmo sexo”;
B = {MMF, MFM, FMM, MFF, FMF, FFM}
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Operacoes com eventos

m Considere @ = {ej, e, €3,...,6,}. Sejam A e B dois eventos de . As
seguintes operacdes sdo definidas:
1) Evento unido: é formado pelos pontos amostrais que pertencem a pelo menos

um dos eventos.
AUB={e e cAoueeB},i=12,....n

Q

Exemplo: Lancam-se duas moedas. Sejam A : saida de faces iguais; B :
saida de cara na primeira moeda. Determine o evento AU B.

Resolucdo: Q = {(Ca, Ca), (Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)}

A={(Ca, Ca),(Co, Co)}; B={(Ca,Ca),(Ca Co)}

AU B = {(Ca, Ca),(Ca, Co),(Co, Co)}
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Operacoes com eventos

2) Evento interseccdo: ¢é formado pelos pontos amostrais que pertencem
simultaneamente aos eventos A e B.
AﬁBz{e,-EQ|e,-€Aee,~€ B},i:172,...7n

Exemplo: Considere os eventos A e B do exemplo anterior. Determine o
evento AN B.
Resolucdo: A = {(Ca, Ca), (Co, Co)}; B ={(Ca, Ca),(Ca, Co)}

AN B ={(Ca Ca)}

Observacio: Se AN B =0, A e B s3o mutuamente exclusivos.
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Operacoes com eventos

3) Evento diferenca: O conjunto formado pelos pontos amostrais de A que n3o
pertencem a B é chamado diferenca de A e B;

A-B=ANB={ecOecAece¢gB},i=12....n

y

O evento A pode ser escrito como uni3o de eventos mutuamente exclusivos:

A= (A-B)U(ANB).

Q

Por conseguinte:

A-B=ANB=A-ANB|

Exemplo: Dados os eventos A e B, determine os eventos A— Be B — A.
Resolucdo: A = {(Ca, Ca), (Co, Co)}; B ={(Ca, Ca),(Ca, Co)}

A—B={(Co, Co)}; B—A={(Ca, Co)}

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 7/36



Operacoes com eventos

4) Evento complementar: O conjunto formado pelos pontos amostrais de
que n3o pertencem a A é chamado complementar de A e B;
A=0-A={eecQes¢A},i=12,....n

Exemplo: Considere os eventos A e B do exemplo anterior. Determine o

evento A, B,ANB,AUB,AUBe ANB.
Resolucdo: A = {(Ca, Ca), (Co, Co)}; B = {(Ca, Ca),(Ca, Co)}

A = {(Co, Ca),(Ca, Co)}; B = {(Co, Co),(Co, Ca)}
AN B = {(Co, Co),(Co, Ca),(Ca,Co)}; AUB = {(Co, Ca)}
AU B = {(Co, Co),(Co, Ca),(Ca, Co)}; AN B = {(Co,Ca)}
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Algumas propriedades das operacoes

Sejam A, B e C eventos associados a um espaco amostral €. As seguintes
) 7
propriedades s3o validas:

i) Comutativas: AUB=BUA;, ANB=BNA
ii) Associativas: AN(BNC)=(ANnB)NC;, AU(BUC)=(AUB)UC
iii) Distributivas:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC);, AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C)
iv) Absorcdes: AU(ANB)=A;, An(AUB)=A
v) Identidades: AN =A;, AUQ=Q; AND=0;, AUD=A
vi) Complementares: Q=0; 0=Q; ANA=0; AUA=Q
vii) “Leis de DeMorgan": ANB=AUB;, AUB=ANB

Usando o conceito da diferenca e a propriedade iii), tem-se, para quaisquer eventos
A,Be C, que:

A-(BUC)=ANBUC=A-AN(BUC)=A-[(ANB)U(ANC)]

A—(BNC)=ANBNC=A—AN(BNC)=A—[(ANB)N (AN C)]
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Técnicas de Contagem

m Nem sempre é possivel enumerar o espaco amostral e os eventos de forma
directa; Nesses casos usamos a andlise combinatéria como processo de
contagem: permutacdes, combinacdes e arranjos

Principio basico de contagem

Dados r experimentos. Se o experimento 1 pode gerar n; resultados possiveis e
se, para cada um desses n; resultados, houver n, resultados possiveis para o
experimento 2; e se, para cada um dos resultados conjuntos de n; e np, houver
n3 resultados possiveis para experimento 3; e assim por diante, entdo os r
experimentos possuem conjuntamente ny X ny X n3 X ... X n, resultados
possiveis.

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 10/36



Técnicas de Contagem

m Nem sempre é possivel enumerar o espaco amostral e os eventos de forma
directa; Nesses casos usamos a andlise combinatéria como processo de
contagem: permutacdes, combinacdes e arranjos

Principio basico de contagem

Dados r experimentos. Se o experimento 1 pode gerar n; resultados possiveis e
se, para cada um desses n; resultados, houver n, resultados possiveis para o
experimento 2; e se, para cada um dos resultados conjuntos de n; e np, houver
n3 resultados possiveis para experimento 3; e assim por diante, entdo os r
experimentos possuem conjuntamente ny X ny X n3 X ... X n, resultados
possiveis.

Exemplo: Uma associacdo de uma faculdade é formado por 3 estudantes do 1°
ano, 4 do 2° ano, 5 do 3° ano e 2 finalistas. Um subcomité de 4 pessoas, formado
por uma pessoa de cada ano, deve ser escolhido. Quantos subcomités diferentes
sdo possiveis?
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Técnicas de Contagem

m Nem sempre é possivel enumerar o espaco amostral e os eventos de forma
directa; Nesses casos usamos a andlise combinatéria como processo de
contagem: permutacdes, combinacdes e arranjos

Principio basico de contagem

Dados r experimentos. Se o experimento 1 pode gerar n; resultados possiveis e
se, para cada um desses n; resultados, houver n, resultados possiveis para o
experimento 2; e se, para cada um dos resultados conjuntos de n; e np, houver
n3 resultados possiveis para experimento 3; e assim por diante, entdo os r
experimentos possuem conjuntamente ny X ny X n3 X ... X n, resultados
possiveis.

Exemplo: Uma associacdo de uma faculdade é formado por 3 estudantes do 1°
ano, 4 do 2° ano, 5 do 3° ano e 2 finalistas. Um subcomité de 4 pessoas, formado
por uma pessoa de cada ano, deve ser escolhido. Quantos subcomités diferentes
sdo possiveis?

Resposta: Do principio de contagem, podemos formar 3 x 4 x 5 x 2 = 120
subcomités possiveis. W
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Permutacoes simples

i) PERMUTACOES

Seja A um conjunto com n elementos distintos. Os agrupamentos ordenados
(diferem pela ordem) dos elementos de A sdo denominados permutacdes
simples. Denotamos por P, o n° de permutacées simples de n elementos de
A:
Po=nx(n—1)x(n—2)x...x3x2x1=nl
onde, n! denota o factorial de n; Por convencdo, 0! = 1.

Exemplo: De quantas maneiras uma familia de 5 pessoas pode sentar-se num
banco de 5 lugares para tirar uma foto?
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Permutacoes simples

i) PERMUTACOES

Seja A um conjunto com n elementos distintos. Os agrupamentos ordenados
(diferem pela ordem) dos elementos de A sdo denominados permutacdes
simples. Denotamos por P, o n° de permutacées simples de n elementos de
A:

Po=nx(n—=1)x(n—2)x...x3x2x1=n!

onde, n! denota o factorial de n; Por convencdo, 0! = 1.

Exemplo: De quantas maneiras uma familia de 5 pessoas pode sentar-se num
banco de 5 lugares para tirar uma foto?

Resposta: O 1° lugar pode ser ocupado por qualquer uma das 5 pessoas. Feito
isto, restam 4 possibilidades para o 2° lugar. Em seguida, had 3 possibilidades
para o 3° lugar, 2 possibilidades para o 4° lugar, e finalmente 1 possibilidade para
o 5° lugar. e assim sucessivamente. Portanto, as possibilidades sdo em niimero
de Ps=5!=5x4x3x2x1=120. W
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Permutacoes de elementos similares

O ndmero de permutacdes de n = ny + np + ... + n, elementos dos quais ny sdo
de um tipo (parecidos), n, sdo de um segundo tipo, ..., e n, sdo de r—ésimo
tipo é selecionados de um conjunto de n elementos distintos é:

n!
nilnolns! ... n,!

Exemplo 1: Um torneio de xadrez tem 10 competidores, dos quais 4 s3o russos,
3 s3o canadenses, 2 s3o ingleses e um é brasileiro. Se o resultado do torneio
listar apenas a nacionalidade dos jogadores em sua ordem de colocacdo, quantos
resultados serdo possiveis?

_1o!

Resposta: Ha z55m7

= 12600 resultados possiveis. W
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Permutacoes de elementos similares

O ndmero de permutacdes de n = ny + np + ... + n, elementos dos quais ny sdo
de um tipo (parecidos), n, sdo de um segundo tipo, ..., e n, sdo de r—ésimo
tipo é selecionados de um conjunto de n elementos distintos é:
n!
nilnolns! ... n,!

Exemplo 1: Um torneio de xadrez tem 10 competidores, dos quais 4 s3o russos,
3 s3o canadenses, 2 s3o ingleses e um é brasileiro. Se o resultado do torneio
listar apenas a nacionalidade dos jogadores em sua ordem de colocacdo, quantos
resultados serdo possiveis?

Resposta: Ha 4,31|%'|1, = 12600 resultados possiveis. W

Exemplo 2: Quantos diferentes arranjos de letras podem ser formados a partir
das letras PEPPER?

Resposta: Ha % = 60 arranjos possiveis. W
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Combinacdes

i) COMBINACOES

O n° de combinacdes, grupos diferentes com r elementos, que podem ser
seleccionados de um conjunto de n elementos, quando a ordem da seleccdo
ndo é relevante, é denotado como G, ,, e

nl

Cor = r'(n—r)l’

para r < n.
Por conveng:éo, Ck,k = Ck,l = Ck,O =1VkeN.

Exemplo 1: Uma comissdo de trés pessoas deve ser formada a partir de um grupo
de 10 pessoas. Quantas comissdes diferentes sdo possiveis?
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Combinacdes

ii) COMBINACOES

O n° de combinacdes, grupos diferentes com r elementos, que podem ser
seleccionados de um conjunto de n elementos, quando a ordem da seleccdo
ndo é relevante, é denotado como G, ,, e

nl

Cor = r'(n—r)l’

para r < n.

Por conveng:éo, Ck,k = Ck,l = Ck,O =1VkeN.
Exemplo 1: Uma comissdo de trés pessoas deve ser formada a partir de um grupo
de 10 pessoas. Quantas comissdes diferentes sdo possiveis?

7 | . ~ s .
Resposta: Ha Cip3 = 3:}‘—07" = 120 comissdes possiveis. B

Exemplo 1: De um grupo de 5 mulheres e 7 homens, quantas comissGes diferentes
formadas por 2 mulheres e 3 homens podem ser formadas?

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 13/36



Combinacdes

ii) COMBINACOES

O n° de combinacdes, grupos diferentes com r elementos, que podem ser
seleccionados de um conjunto de n elementos, quando a ordem da seleccdo
ndo é relevante, é denotado como C, ,, e

nl

Cor = r'(n—r)l’

para r < n.

Por conveng:éo, Ck,k = Ck,l = Ck,O =1VkeN.
Exemplo 1: Uma comissdo de trés pessoas deve ser formada a partir de um grupo
de 10 pessoas. Quantas comissdes diferentes sdo possiveis?
Resposta: Ha Cip3 = 31%" = 120 comissdes possiveis. B
Exemplo 1: De um grupo de 5 mulheres e 7 homens, quantas comissGes diferentes
formadas por 2 mulheres e 3 homens podem ser formadas?

Resposta: Ha Gs» = 10 grupos possiveis de duas mulheres e (73 = 35 grupos
possiveis de trés homens. Pelo principio basico, no total sdo formadas Cso X
(7,3 = 350 comissdes possiveis. W
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iii) ARRANJOS

O n° de arranjos, grupos diferentes com r elementos, que podem ser
seleccionados de um conjunto de n elementos, quando a ordem da seleccdo
é relevante, é denotado como A, ,, e

n!

Exemplo 1: Usando-se os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos nimeros diferentes com
dois algarismos podemos formar?

An,r=n><(n—1)><(n—2)><...><(n—r—|-1):



Arranjos (ou permutacdes de subconjuntos)

i) ARRANJOS

O n° de arranjos, grupos diferentes com r elementos, que podem ser
seleccionados de um conjunto de n elementos, quando a ordem da seleccdo
é relevante, é denotado como A, ,, e

n!

Exemplo 1: Usando-se os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos nimeros diferentes com
dois algarismos podemos formar?

Anr:nx(n—l)x(n—2)><...><(n—r—|—1):

s

Resposta: O 1° algarismo pode ser qualquer um dentre 5; o 2° ser pode qualquer
um dentre 4 (isto é, excluindo o 1° escolhido). Entdo podemos formar As, =
5x 4= g—: = 20 nUmeros diferentes. W

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 14 /36



Exemplo 2: A Sra. Rosa possui 9 livros, dos quais 4 sdo de matematica, 3 sdo
de quimica e 2 s3o de histéria. Ela deseja arranja-los de forma que todos os
livros que tratam do mesmo assunto permanecam juntos na prateleira. Quantos
diferentes arranjos sdo possiveis?



Arranjos (ou permutacdes de subconjuntos)

Exemplo 2: A Sra. Rosa possui 9 livros, dos quais 4 sdo de matematica, 3 sdo
de quimica e 2 s3o de histéria. Ela deseja arranja-los de forma que todos os
livros que tratam do mesmo assunto permanecam juntos na prateleira. Quantos
diferentes arranjos sdo possiveis?

Resposta: Ha 3! maneiras possiveis de ordenar os assuntos. E, para cada assunto,
ha 4! maneiras de arrumar os livros de matematica, 3! maneiras de arrumar os
livros de quimica e 2! de arrumar os de histéria. Portanto, a resposta desejada é
31413121 =1728. W

OBSERVACAO:

m O conceito de combinacdes n3o leva em conta a ordem da selecio;

m Os arranjos levam em conta a ordem da selecdo de r elementos de um conjunto
de n elementos;
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Definicao de Probabilidade

A teoria da probabilidade oferece métodos para medir o nivel de (in)certeza quanto
a ocorréncia de um resultado de um experimento aleatério.

m Conceito classico (ou “a priori”) de probabilidade:
Se o evento A pode ocorrer de h maneiras diferentes, em um total de n modos
possiveis, todos igualmente provaveis, entdo a probabilidade de A, denotada
por P(A) é dada por
n° de resultados favoraveis ao evento A h

P(A) = =
(4) n° de resultados possiveis do experimento  n

m Exemplo:
- A: “sair cara no lancamento de uma moeda”. Ent3o P(A) = 1

= A: “ocorrer um n° par no lancamento de um dado”, ou seja,

A ={2,4,6}. Entdo P(A) =32 =1

=> A: “sair pelo uma cara no lancamento de duas moedas".
2 = {(Ca, Ca), (Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)}:

A = {(Ca, Co), (Co, Ca), (Ca, Ca)}. Entdio P(A) = 2
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Definicao de Probabilidade

m Conceito frequencista o (ou “a posteriori”) de probabilidade:
Se apés n repeticbes de um experimento, sempre sob as mesmas condicdes
(n suficientemente grande), se observam h ocorréncias do evento A, entdo a
probabilidade de A

P(A) = lim =

n—oo n
m Essa probabilidade é chamada também probabilidade empirica (frequéncia
relativa);

m Exemplo: Se jogarmos uma moeda 1000 vezes e aparece cara 532 vezes, P(cara)
é estimada em 532/1000 = 0, 532.

m OBSERVACAO: Os dois conceitos apresentam sérias dificuldades:
=» 0 primeiro, porque a expressao “igualmente provavel” é vaga;

= o0 segundo, porque nao sabemos para qual “n suficientemente grande” a
P(A) converge para um valor, e se este serd o mesmo em outras repeticdes
do experimento.
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Definicao axiomatica de Probabilidade

Seja 2 um espaco amostral associado a um experimento aleatério. A
probabilidade de um evento A, P(A), é uma funcdo que associa a cada evento
de Q2 um nimero real, satisfazendo os seguintes axiomas:

) 0< P(A)<1,VACQ;
i) P(Q) = 1;

n n
i) P UAJ> = ZP(AJ)' se A1, A, ..., A, sdo eventos mutuamente
i=1 j=1

exclusivos.
Em particular, quando A; e A, sao mutuamente exclusivos, entdo

P(A1 U Ay) = P(A1) + P(A)
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Alguns teoremas importantes

i) Se Ay, ..., A, formam uma particdo do €2, ento Z P(A) =1
i=1

ii) Se () é o evento impossivel (conjunto vazio), entdo P(()) = 0;

i) Se A é o complementar de A, entdo P(A) =1 — P(A);

iv) Teorema da soma: Se A e B s3o dois eventos quaisquer, entdo

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANn B)
Mas geralmente, se A;, Ay e Az sdo dois eventos quaisquer, entao
P(A1 UAy U A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3)

— P(Al N A2) — P(A1 n A3) - P(A2 n A3)
+ P(Al N Ay ﬂA3)

v) Se A e B s3o dois eventos quaisquer, entdo

P(AUB) < P(A) + P(B)
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Eventos equiprovaveis

m Considere o espaco amostral Q = {e;, e, ..., e,} associado a um experimento
aleatério;

m Seja P(e;)) =p;, i=1,...,n. Entdo, Z P(e) = Zp,- =1
i=1

i=1
m Definicdo: Os eventos e, i = 1,...,n s3o equiprovaveis ou uniforme quando
P(e1) = P(e2) = ... = P(e,) = p. Por conseguinte, a probabilidade de cada

um dos n pontos amostrais (eventos) é p = 2

m Generalizacdo: Suponha que qualquer evento A C () tenha k pontos amostrais

(equiprovéveis): A= {ey, ey, ...,ex},1 < k < n. Entdo
K K 1
P(A)=Y Ple)=> p=k p=k-—
i=1 i=1
k
P(A) = =
()=~
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 1: Numa sala existem 5 rapazes com mais de 21 anos, 4 rapazes com
menos de 21 anos, 6 mocas com mais de 21 anos e 3 mogas com menos de 21
anos. Uma pessoa é escolhida ao acaso entre as 18. Sejam os eventos:

A:"a pessoa tem mais de 21 anos”; B:"a pessoa tem menos de 21 anos”;

C: "a pessoa é um rapaz”; D: "a pessoa é uma moca". Calcular:

i) P(BUD);
(AN C).
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 1: Numa sala existem 5 rapazes com mais de 21 anos, 4 rapazes com
menos de 21 anos, 6 mocas com mais de 21 anos e 3 mogas com menos de 21

anos. Uma pessoa é escolhida ao acaso entre as 18. Sejam os eventos:
A:"a pessoa tem mais de 21 anos”; B:"a pessoa tem menos de 21 anos”;
C: "a pessoa é um rapaz”; D: "a pessoa é uma moca". Calcular:

i) P(BUD);
i) P(AnC).
i) P(ANC)
Resolucdo:
Q={5R",4R~,6M* 3M~} .. p= .
A={5RT,6M*} — P(A)=1; B={4R",3M"} = P(B) = £
C={5R",4R"} - P(C)=5; D={6M"3M"} - P(D) = 5
i) P(BUD) = P(B)+ P(D) — P(Bn D);
como BN D = {3M~}, temos que P(BN D) = 3.
Logo: P(BUD) =&+ 5 -2 =1 1
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 1 (Continuacdo da resolucdo):
i) P(ANC) =7
P(ANC)=P(AUC)=1-P(AUC)
=1—-{P(A)+P(C)—P(ANC)}
como AN C = {5R"}, temos que P(AN C) = 3.
Logo: PANC)=1-{fi+ -3 =5=: N
Outra forma de resolver a questdo:
Como A= Be C =D, temos que:
ANC=BnND={3M"}. Entdo
PANC)=2 =%t =
i) P(ANC) =? (AN C="A pessoa ter mais de 21 anos e n3o ser rapaz”)

11 5 6
18 18 18

E facil notar que AN C = M+
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 2: A rota usada por 280 motoristas que vao ao trabalho contém dois
cruzamentos com seméaforos. Sabe-se que, deste grupo, 112 param no primeiro
semaforo (A), metade para no segundo seméaforo (B) e 168 param em pelo menos
um dos dois semaforos. Um motorista é escolhido ao acaso neste grupo. Qual é
a probabilidade de ele ter de parar:

i) Nos dois seméaforos (em ambos)?
i) No Segundo seméaforo mas no no primeiro?

iii) Somente em um dos seméforos?
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 2: A rota usada por 280 motoristas que vao ao trabalho contém dois
cruzamentos com seméaforos. Sabe-se que, deste grupo, 112 param no primeiro
semaforo (A), metade para no segundo seméaforo (B) e 168 param em pelo menos
um dos dois semaforos. Um motorista é escolhido ao acaso neste grupo. Qual é
a probabilidade de ele ter de parar:

i) Nos dois seméaforos (em ambos)?

i) No Segundo seméaforo mas no no primeiro?
iii) Somente em um dos seméforos?
Resposta: Sejam os eventos:

= A ="0 motorista parar no 1° seméforo”"— P(A) = 12 =0, 4;

m B ="Parar no 2° seméforo"— P(B) = 38 = 0,5; P(AUB) = 18 = 0,6
i) P(AN B) =7, usando a férmula | P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B) |,
obtém-se, P(ANB) = P(A)+ P(B)— P(AUB) =0,4+0,5-0,6=0,3 1
i) PGANB)=P(B—A)=P(B)-~P(ANB)=0,5-0,3=0,2 W
iii) Sejam os eventos X = ANBe Y = ANB (mutuamente exclusivos, prove!!)
P(XUY)=P(X)+P(Y)=(0,5-0,3)+(0,4—0,3) = 0,3 m
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 3: Em um congresso cientifico existem 15 matematicos e 12 estat/sticos.
Qual a probabilidade de se formar uma comissdo com 5 membros, na qual figurem
3 matematicos e 2 estatisticos?

Resposta:

m Espaco amostral-£2: “Todos as comissdes de 5 membros seleccionados dentre
27", #0 = Gy 5

m Evento A: “comissdo de 3 matematicos e 2 estatisticos”, ou seja, #A = Ci53 X
Ciap2

. P(A) _ Gs3XCo m

Cor s
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Eventos equiprovaveis

Exemplo 3: Duas bolas vao ser retiradas de uma urna que contém 2 bolas brancas,
3 pretas e 4 verdes. Qual a probabilidade de que ambas

i) sejam verdes?
ii) sejam da mesma cor?

Resposta:

2: "Todos os pares de bolas selecionadas dentre 9", #{ = Cy> = 36
i) A: “ambas as bolas serem verdes”, #A = G2 x G0 X G390 = 6;

_#A _ 6 _
PA=2=%2=1 nm

ii) B: “ambas as bolas serem da mesma cor”, ou seja, ambas verdes (C4,2 =
6) ou ambas pretas (C3, = 3) ou ambas brancas (G2 = 1). Portanto,

__ 643+1 _ 10 _ 5
'D(B)_ +36+ =3 — 13- N
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Probabilidade condicional

Sejam A C Q e B C Q. A probabilidade condicional de que A ocorra, sabendo
que B ocorreu, é representada por P(A|B) (leia-se probabilidade de A dado B) e

P(AN B)

P(AIB) = — 55

, P(B)>0.

Exemplo 1: Probabilidade condicional no lancamento de um dado

Experimento: Lancamento de um dado; Q = {1,2,3,4,5,6}

A = “o resultado é um n° impar”; ou seja, A= {1,3,5}

B = “ocorrer um n° maior ou igual 2"; ou seja, B ={2,3,4,5,6}

Pede-se para calcular P(A|B).

m 1° alternativa de solucdo: Considerando um espaco amostral “reduzido™: g =
B. Portanto, P(A|[B) = M.

m 2° alternativa de solucdo: Usando a definicdo (€2 original):
AN B={3,5}; P(ANB) = %; P(B) = %
P(ANnB) 2/6

2
PIAIB) = =55 =56 =5 ™
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Probabilidade condicional

Exemplo 2: Consideremos a distribuicdo de 250 alunos que cursam o primeiro
ano de uma faculdade. Destes alunos, 100 sdo homens (H) e 150 s&o mulheres
(M); 110 cursam fisica (F) e 140 quimica (Q).

Disciplina
FooQ

H| 40 60 100

M| 70 80 150
Total | 110 140 | 250

Sexo Total

Um aluno é sorteado ao acaso. Qual a probabilidade de que esteja cursando
quimica, dado que é mulher?

m 1% alternativa de solucdo: Consideramos os alunos que cursam quimica dentre

as mulheres: P(Q|M) = % u

m 22 alternativa de solucdo: Usando a definicdo (€ original):

P(QNM) = 35: P(M) = 355

P(QNM) 2 80

P(QIM) = P(M) ~ 10~ 150
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Definicdo: Sejam A C Qe B C ). A e B sio eventos independentes se qualquer
uma das seguintes afirmacdes for verdadeira:

1) P(A|B) = P(A)
2) P(B|A) = P(B)
3) | P(AN B) = P(A) x P(B)




Eventos independentes

Definicdo: Sejam A C Qe B C ). A e B sdo eventos independentes se qualquer
uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:

1) P(A|B) = P(A)
2) P(B|A) = P(B)
3) | P(AN B) = P(A) x P(B)

Exemplo: A probabilidade de que um homem esteja vivo daqui a 30 anos é de
2/5; a de sua mulher é de 2/3. Calcule a probabilidade de que daqui a 30 anos:

i) ambos estejam vivos;

ii) somente o homem esteja vivo;
iii) somente a mulher esteja viva;
iv) nenhum deles esteja vivo;

v) pelo menos um esteja vivo.

Resposta: Consideremos os eventos:

H: o homem estara vivo daqui a 30 anos; P(H) =2/5.. P(H) =1/5
M: a mulher estard viva daqui a 30 anos; P(M) =2/3 .. P(M) =1/3
Obs. Intuitivamente, H e M podem ser considerados independentes.
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Resposta (continuag:ﬁo):
P(H) = § . P(H) =
P(M) = 3 .. P(W) =
i) ambos estejam vivos;

PHAM)=PH)x P(M)=2x2=4% m



Resposta (continua(,:;io):
P(H) = %2 - P(H) =

P(M) =3 . P(M) =
i) ambos estejam vivos;
PHANM)=PH)x PM)=2x2=24 m
ii) somente o homem esteja vivo;
PHANM)=PH)x P(M)=2xi=2 m



Resposta (continuag:ﬁo):
P(H) = %2 - P(H) =

P(M) =5 . P(M) =
i) ambos estejam vivos;
PHONM)=PH)x PM)=2x2=2. m
ii) somente o homem esteja vivo;
PHANM)=P(H)x P(M)=2xi=2 m
iii) somente a mulher esteja viva;
P(HAM)=PH)x P(M)=2x2=2



Resposta (continuag:éo):
P(H) = %2 - P(H) =

P(M) =5 . P(M) =
i) ambos estejam vivos;
PHONM)=PH)x PM)=2x2=2. m
ii) somente o homem esteja vivo;
P(HNM)=P(H)x PM)=2xi=2 m
iii) somente a mulher esteja viva;
P(HAM)=PH)x P(M)=2x2=2
iv) nenhuma esteja vivo;
PHAM)=PH)x P(M)=3xi=1 m



Eventos independentes

Resposta (continuacdo):
P(H) = § - P(F) = 3
P(M)=3 .. P(M)=1%
i) ambos estejam vivos;
P(HN M) = P(H) x P(M) =
ii) somente o homem esteja vivo;
P(HN M) = P(H) x P(M) =

iii) somente a mulher esteja viva;

o
X
ik
Il
Gin
|

P(HAM)=PH)x P(M)=2x2=2
iv) nenhuma esteja vivo;
PHAM)=PH)x PM)=2xi=1m

v) pelo menos um esteja vivo.
P(HUM) = P(H)+ P(M)— P(HNM) =2 +2 — 4 _ 12

15— 15
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Teorema da Probabilidade Total

Particdo do espaco amostral: Dizemos que os eventos Aj, A, ..., A, formam
uma particdo do espaco amostral 2 se:

m P(A)) >0, paratodo i, i=12,....m
m P(AiNAj) =0, sei#j, ouseja, A; e Aj sdo mutuamente exclusivos;

m P(ALUAU...UA,) =1, ou seja, Ay, Ay, ..., An sdo eventos exaustivos;

Anp
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Sejam A, Ay, ..., An eventos que formam uma particdo do £2. Seja B um
evento qualquer desse espaco. Entdo

P(B)=P(BNA1))+P(BNA)+...+P(BNA,)
= P(B|A1) - P(A1) + P(B|Az) - P(A2) + ... + P(B|An) - P(Am)

=_P(BIA) - P(A)




Teorema da Probabilidade Total

Exemplo: Uma urna contém 3 bolas brancas e 2 amarelas. Uma segunda uma
contém 4 bolas brancas e 2 amarelas. Escolhe-se, ao acaso, uma urna e dela
retira-se, também ao acaso, uma bola. Qual a probabilidade de que seja branca?

Resposta:

P(y=1% PBIN=3 PUy=1% PBIN)=2%t=2

B=(Bnhu(Bnll
(B)=P(BN 1)+ P(BNII)
(B) = P(I)- P(B|l)+ P(Il)- P(B|II) ..
13 1 2 19
B)=35%237 %
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Teorema de Bayes

Teorema de Bayes

Sejam Aj, Ay, ..., Ay eventos que formam uma particdo do €. Seja B C Q.

Sejam conhecidas P(A;) e P(B|A;), i =1,2,..., m. Entdo

P(Ai|B) = W-

Recorrendo ao Teorema da probabilidade total, tem-se que
P(Ai|B) = — P(B|Ai)-P(A)) )

> P(BJA) - P(A)
i=1

Observacdo: No teorema de Bayes

m P(A;) sdo chamadas probabilidades a priori;

m P(A;|B) sdo chamadas probabilidades a posteriori;
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Exemplo 1: Em certo colégio, 5% dos homens e 2% das mulheres tém mais do
que 1,80m de altura. Por outro lado, 60% dos estudantes s3o homens. Se um
estudante é selecionado aleatoriamente e tem mais de 1,80m de altura, qual a
probabilidade de que o estudante seja mulher?



Teorema de Bayes

Exemplo 1: Em certo colégio, 5% dos homens e 2% das mulheres tém mais do
que 1,80m de altura. Por outro lado, 60% dos estudantes s3o homens. Se um
estudante é selecionado aleatoriamente e tem mais de 1,80m de altura, qual a
probabilidade de que o estudante seja mulher?

Resposta: sejam os eventos:
M : “ser mulher”; P(M)=0,4; H: “ser homem”; P(H)=0,6
A “ter mais do que 1,8m; P(A|H)=0,05 P(A|M)=0,02
P(M|A) =7
m Calculando P(A) pelo teorema de probabilidade total.
P(A) = P(A|M) - P(M)+ P(A|H) - P(H) = 0,02 x 0,44 0,05 x 0,6 = 0,038

m Calculando P(M|A) pelo teorema de Bayes.

P(AM)-P(M) 0,02x0,4
P(M|A) = -
(M|A) P(A) 0,038
0,008 . .
o035~ ©21=21%m
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Teorema de Bayes

Exemplo 2: Num escritério existem trés impressoras A, B, e C, que imprimem a
velocidades diferentes. Os ficheiros s3o enviados para a primeira impressora que
estiver disponivel. A probabilidade de um ficheiro ser enviado para as impressoras
A, B ou C é respectivamente 0.6, 0.3 e 0.1. Ocasionalmente a impressora avaria
e destrdi a impressdo. As impressoras A, B e C avariam com probabilidades 0.01,
0.05 e 0.04. A impressdo do seu ficheiro foi destruida. Qual a probabilidade de
ter sido enviada para impressora A?

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Probabilidades e Estatistica ProbEst-Engenharias-ISUTC-2019/Sem |1 35/36



Teorema de Bayes

Exemplo 2: Num escritério existem trés impressoras A, B, e C, que imprimem a
velocidades diferentes. Os ficheiros s3o enviados para a primeira impressora que
estiver disponivel. A probabilidade de um ficheiro ser enviado para as impressoras
A, B ou C é respectivamente 0.6, 0.3 e 0.1. Ocasionalmente a impressora avaria
e destrdi a impressdo. As impressoras A, B e C avariam com probabilidades 0.01,
0.05 e 0.04. A impressdo do seu ficheiro foi destruida. Qual a probabilidade de
ter sido enviada para impressora A?

Resposta: Vamos considerar a seguinte anotacdo:

A “enviar para impressora A"; P(A) = 0.6;

B : “enviar para impressora B'; P(B) =0.3

C : “enviar para impressora C"; P(B) =0.1;

D : “impressao destruida’;

P(D|A) = 0.01, P(D|B)=0.05, P(D|C) = 0.04;
P(A|D) =7.
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Teorema de Bayes

Resolucdo do Exemplo 2 (continuac3o):
m Calculando P(D) pelo teorema de probabilidade total.

P(D) = P(D|A) - P(A)+ P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C)
=0.01 x 0.6 +0.05 x 0.3+ 0.04 x 0.1 =0.025

m Calculando P(A|D) pelo teorema de Bayes.

_ P(D|A)- P(A) _ 0.01x0.6
P(AID) = P(D)  0.025
0.006
= —0.24.
0025 0 ®
a E P(C|D) =7
_ P(D|C)-P(C)  0.04x0.1
P(CID) = P(D)  0.025
0.004
=" —=0.16.
0.025 o
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