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Dualidade

m O problema dual é um PPL definido directa e sistematicamente de acordo com
o PPL Primal (ou original);

m Uma vez obtida a solucdo éptima de um deles, a solucdo éptima do outro é
imediata (automética);

m Os estudos de dualidade possibilitam:
= A melhor compreens3o estrutural dos PPL's;

= A interpretacdo econémica de alguns pardmetros, como o preco-sombra e o
valor implicito (custo de oportunidade);

= Interpretacdo e implementacdo da analise de sensibilidade;

- O desenvolvimento do algoritmo dual-simplex para a anilise
pés-optimizacdo, cujo objectivo é determinar a nova solucdo éptima que
resulta de alteracGes nos parametros do modelo.
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

m consideraremos, por conveniéncia, o PPL primal como um problema de
minimizacdo;

m todas as restricdes do PPL primal sdo do tipo (>) cujo lado direito é n&o

negativo e todas as varidveis sdo n3o negativas. Ou seja

Minimizar C1X1 + X + ...+ ChXn
Sujeito a:
aixi + aexo + ...+ aipxn > by

a1 Xy + anxo + ...+ apXs > by

amX1 + ameXo + ...+ amnXn > by

x12>0,x%>0,...x, > 0.
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

m Entdo, o problema dual é dado pelo seguinte PPL:

Maximizar biyi + baysr + ... + bmym
Sujeito a:

anyitany+...+amym<a
ayr+axy:+...+amym < @

aipy1 + any2 + ...+ @mnYm < Gn

y;>0i=1,2,..,m.

m Matricialmente, tem-se que:

Problema Primal Problema Dual
Minimizar ¢’ .x Maximizar b'.y ou yT.b
sujeito a:  A.x = b | sujeito a: ATy<c ou yTA<cT
xi >0 y=>0
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

m Observacdes importantes
=» O problema primal é de minimizacdo e o dual de maximizac3o;

= Uma varidvel do PPL dual é definida para cada restricio do PPL primal,
=» Uma restricdo do PPL dual é definida para cada variavel do PPL primal;
-5

Os coeficientes da restricdo (coluna) de uma variavel do PPL primal definem
os coeficientes da lado esquerdo da restricdo dual, e seus coeficientes na
func3o objectivo (primal) definem os coeficientes do lado direito (dual).

= Os coeficientes da funcdo objectivo do PPL dual sdo iguais aos coeficientes
do lado direito das equacdes de restricdo do PPL primal.

= Também existem relacdes entre os sinais das restricSes e das varidveis duais.
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

Problema Primal

m A tabela a seguir fornece
em qualquer forma:
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

Regras para construcdo do PPL Dual
Primal (Dual) Dual (Primal)

Minimizacdo & Maximizacdo
Vector de recursos & Coeficientes da F.O.
Coeficientes da F.O. & Vector de recursos
Restricao & Variavel
= & Irrestrita
< & <0
> & >0
Variavel & Restricao
> & <0
< & >0
Irrestrita & =

m O mais importante nessa tabela é o sentido (objectivo) de optimizacdo. Se o
Primal é de maximizacdo, entdo o dual é de minimizacdo, e vice-versa.
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Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

Exemplo 1: Obtenha o dual do seguinte PPL primal:

Maximizar Z =5x; + 6x2
sujeitoa: x1+2x =5
—x1 +5x >3
dxy +Tx < 8
x1 livre, xo > 0,

m Como o PPL Primal é de maximizacdo, o dual serd de minimizac3o;

m Analisando as restricdes do Primal com base no resumo da tabela acima:
=» A primeira restricdo com sinal “=" vai resultar na variavel dual y; irrestrita;
=> A segunda restricdo com sinal “>" resultard na variavel dual y> com sinal
he "

= A segunda restricdo com sinal “<
0"

resultard na variavel dual y» com sinal
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Obtencdo do Dual a partir de seu PPL Primal

m Analisando as variaveis do Primal
- Como xp é livre, ent3o a primeira restricio do PPL dual terd sinal “ =";

=> A variavel x, > 0 fard com que a 22 restricio do dual seja ">"
m O PPL dual é, ent3o, escrito como:
Minimizar W = 5y1 + 3y» + 8y3
sujeito a:  y1 —y> +4ys =5
2y1 +5y2 +7y3 > 6
NER »<0y3>20

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Investigagdo Operacional Licenciatura Contabilidade e Auditoria-2018/Sem |1



Obtencdo do Dual a partir do PPL Primal

Exemplo 2: Obtenha o dual do PPL a seguir:

Minimizar W = xo + x3 + xa
Sujeito a:
x| +x2>6
X +x3—x3 <1
5xy — 6xp + Tx3 — 8xq4 > 2
x1 > 0,x <0, x3, x4 irrestritos

m Como o PPL Primal é de minimizac3o, o dual serd de maximizac3o;

m Analisando as restricdes do Primal:

= A primeira e a terceira restricGes com sinal “>" vdo resultar nas variaveis
duais y; e y3 com sinal “> 0";

”

=> A segunda restricdo com sinal “<" resultard numa variavel dual y» com sinal

“< 0
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Obtencdo do Dual a partir de seu PPL Primal

m Analisando as varidveis do Primal:
= Como x; > 0, entdo, a primeira restricio do PPL dual tera sinal “<";
=> A varidvel x, < 0 faz como que o sinal da 22 restricio do PPL dual seja do
tipo “>"
=» Finalmente, as variaveis irrestritas x3 e x4 resultam nas restricdes do PPL
dual com sinal “=".

m Logo, o PPL dual para esse problema fica:

Maximizar Z = 6y; + y> + 2y3
Sujeito a:
y1+5y3 <0
yi+ys—6y3>1
2+7y3=1
—y2 —8yz3 =1
y1,53 20,12 <0
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A Teoria da Dualidade

m Uma aplicacdo importante da teoria da dualidade é que o PPL dual pode ser
resolvido directamente pelo método simplex de modo a identificar uma solucdo
4ptima para o PPL primal (geralmente quando m é consideravelmente maior

do que n).

m Os teoremas a seguir sdo usados para descrever as correspondéncias entre os
dois modelos (Primal-Dual).
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A Teoria da Dualidade

m Uma aplicacdo importante da teoria da dualidade é que o PPL dual pode ser
resolvido directamente pelo método simplex de modo a identificar uma solucdo
4ptima para o PPL primal (geralmente quando m é consideravelmente maior
do que n).

m Os teoremas a seguir sdo usados para descrever as correspondéncias entre os
dois modelos (Primal-Dual).

1) Teorema da Dualidade Fraca: Se xo for uma solugdo vidvel do PPL Primal
que satisfaz a Ax > b,x > 0, e yp uma solucdo viavel do PPL Dual, ent3o
CTXO > bTyo.
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A Teoria da Dualidade

m Uma aplicacdo importante da teoria da dualidade é que o PPL dual pode ser
resolvido directamente pelo método simplex de modo a identificar uma solucdo
4ptima para o PPL primal (geralmente quando m é consideravelmente maior
do que n).

m Os teoremas a seguir sdo usados para descrever as correspondéncias entre os
dois modelos (Primal-Dual).

1) Teorema da Dualidade Fraca: Se xo for uma solugdo vidvel do PPL Primal
que satisfaz a Ax > b,x > 0, e yp uma solucdo viavel do PPL Dual, ent3o
CTXO > bTyo.

2) Teorema da Dualidade Forte: Se um PPL Primal tem uma soluc3o éptima
e finita x*, ent3o:

a) O Dual correspondente tem solucdo éptima e finita y*;
b) CTX* — bTy*
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A Teoria da Dualidade

m Uma aplicacdo importante da teoria da dualidade é que o PPL dual pode ser
resolvido directamente pelo método simplex de modo a identificar uma solucdo
4ptima para o PPL primal (geralmente quando m é consideravelmente maior
do que n).

m Os teoremas a seguir sdo usados para descrever as correspondéncias entre os
dois modelos (Primal-Dual).

1) Teorema da Dualidade Fraca: Se xo for uma solugdo vidvel do PPL Primal
que satisfaz a Ax > b,x > 0, e yp uma solucdo viavel do PPL Dual, ent3o
CTXO > bTyo.

2) Teorema da Dualidade Forte: Se um PPL Primal tem uma soluc3o éptima
e finita x*, ent3o:

a) O Dual correspondente tem solucdo éptima e finita y*;
b) CTX* — bTy*
m O Teorema da dualidade forte é satisfeita quando ambas as solucdes forem
6timas.
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A Teoria da Dualidade

m Para ilustrar o Teorema da Dualidade Forte, considere, primeiro, a
representacdo matricial para a tabela simplex. Seja o PPL na forma padrio:

Minimizar Z = c'x
s.a:
Ax=b
{ x >0, onde
=» x é o vector coluna composto das varidveis xi, X2, -+ , X,
= A é uma matriz m x n, composta pelos elementos a1, a12, - , 3mn
=» b é um vector coluna xm composto por by, by, - , by
- ¢ é um vector coluna n x 1 composto por ¢i,Ca, -+ ,Ca, €' 0 vector linha.
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A Teoria da Dualidade

m Considere a Particdo segundo as varidveis Naturais e de Folga
Variaveis Naturais (VN)  Varidveis de Folga (VF)

Xl ... Xt Xt+1 PR X
AOrig I
cl 0

m Entdo, a representacdo matricial para a solucdo 6ptima é:

Linhas V.Naturais V.Folga RHS
X1 Xe Xe+1 - Xn
Restricdes B~L. Ao,,-g B~1 B~1lb
FO c"—cg. B Awg —cg.BY Z—cf.Blb

m Aorig é matriz (m x t) composta por colunas das VNs; B é matriz (m x m) das
colunas relativas a Varidveis Basicas (VBs). B~! é a matriz inversa de B;

m Observe que c,3T.B*1.b é o valor (')ptimo da FO primal e que o vector 6ptimo
das VB é xj; = B1.b. Portanto, ¢} .x; = cf.B~L.b=y*T.b.
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A Teoria da Dualidade

m Teorema Fundamental da Dualidade: CondicGes que podem ser encontradas
em um dual, dada a situacdo do PPL primal:

Primal
Dual Optimo  llimitado  Inviavel
Optimo Sim Nao N3o
[limitado Nao Nao Sim
Invidvel Nao Sim Sim

Exemplo: Considere o par dos modelos Primal x Dual:

(P) Maximizar Z = —3x1+2x (D) Minimizar W =3y,
sujeito a:  x1 <3 sujeito a: y1+)y2 > -3
X1 — X2 < 0 = Y2 < -2
x1,x2 >0 y1,y2 > 0.

m Representando ambos os problemas graficamente, é facil observar que o PPL
primal é ilimitado e o PPL dual inviavel.
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Teorema de Complementaridade de Folga

m Diz respeito a relacdo entre as varidveis dos problemas primal e dual.

m Dado o par de problemas primal/dual

n m
(P) Min Z= chxj (D) Max W = Zb,-y,-
j=1 i=1
n m
s.a: Za,-jxj- >bi, i=1...m s.a: Za,-jy,- <c¢,j=1l.n
j=1 i=1
x;>0,j=1,..,n yi>20,i=1,..,m

m Introduzindo a variavel de folga nos PPL’s primal e dual:

n m
(P) Min  Z=3 ey (D) Max W= by,
Jj=1 i=1
n m
s.a: Z ajjXj — Xnyj = bj s.a: Z aigyi+ Ym+j = ¢
Jj=1 i=1
Xj 2 0,xpt; >0, Vj,i Yi 20, ymyj > 0 Vi, j
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Teorema de Complementaridade de Folga

m Teorema: x* e y* sdo solucoes 6ptimas de P. e D. se e somente se forem viaveis
e satisfizerem as condicdes complementares de folga (CCF):

n
=» Para cada restricdo i do P.: g ayx; — bi| y =0,
Jj=1

i=1,...,m;ouseja, y/ x5 ;=0 i=1,..

n+i m;

) 1
m
- Para cada restricdo j do D.: |¢; — a,-jy,.* xj* =0,
i=1
Jj=1..nousea, x' -y, ;=0 j=1..n
onde:

- y; = variaveis naturais do Dual

* o .z .
= yn; = variaveis de folga do Dual
- xj* = variaveis naturais do Primal

* _ .z . .
= x;.; = varidveis de folga do Primal

m Este teorema relaciona as VBs em um PPL as VNBs do outro.
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

m Desejando-se encontrar a solucdo do dual (primal) sabendo a do primal (dual),

basta utilizar-se das CCF.

m Exemplo 1: Considere o primal e o dual (na forma padréo) do problema da

manufactura:

(P) Min Z=—20x — 24x (D) Min

s.a:  3x1+6x2+x3 =60
Ax; + 2x0 + x4 = 32
X1, X2, X3, X4 Z 0

m Para este par de problemas, as CCF ficar3o:

x1.y3 =0 x3.y1 =10
x2.ya =0 xg.y2 =0

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Investigagdo Operacional

S.a:

W = 60y; + 32y
3y1 +4y2 —y3 =20
6y1 +2y2 — ya =24
Yi,y2,y3,ya >0

Licenciatura Contabilidade e Auditoria-2018/Sem |1



Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

m Desejando-se encontrar a solucdo do dual (primal) sabendo a do primal (dual),

basta utilizar-se das CCF.

m Exemplo 1: Considere o primal e o dual (na forma padréo) do problema da

manufactura:

(P) Min Z=—20x — 24x (D) Min

s.a:  3x1+6x2+x3 =60
Ax; + 2x0 + x4 = 32
X1, X2, X3, X4 Z 0

m Para este par de problemas, as CCF ficar3o:
x1.y3 =0 x3.y1 =0
x2.y4 =0 x4.yo =0

S.a:

W = 60y; + 32y,
3y1 +4y2 —y3 =20
6y1 +2y2 — ya =24
yi,¥2,y3,¥4 > 0

m Sabe-se que a solucdo éptima do primal é x* = [4;8;0;0];
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

m Desejando-se encontrar a solucdo do dual (primal) sabendo a do primal (dual),
basta utilizar-se das CCF.

m Exemplo 1: Considere o primal e o dual (na forma padréo) do problema da
manufactura:

(P) Min Z=-20x1 —24x (D) Min W =60y1 + 32y>
s.a:  3x1 + 6x2 + x3 = 60 sa: 3y1+4yp—y3 =20
Ax; + 2x0 + x4 = 32 6y1 +2y> — ya = 24
X1, X2, X3, X4 2> 0 yi,¥2,y3,¥4 > 0

m Para este par de problemas, as CCF ficar3o:

x1.y3 =0 x3.y1 =10

x2.y4 =0 x4.yo =0
Sabe-se que a solucdo éptima do primal é x* = [4;8;0;0];
Pelas CCF, para o dual, sabe-se que a base é composta por y; e y», uma vez
que y3 € y4 s3o iguais a zero. Entdo, tem-se

3y1 + 4y, =20
by1 + 2y, = 24

m E a solucdo do dual é y* =[28/9;8/3;0;0]
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

m Exemplo 2: Considere o seguinte par primal/Dual

(P) Min  Z=2x1 4+ 3x2 + 4x3 + 2xs (D) Max W =y1+y
sa: x1+x2—2x3+2x4 > 1 sa: yi+2» <2
2x1 —2x20+x3+ x5 > 1 y1—2y <3
xj > 0V 2y +y2 <4

2y1+y» <2

yi,y2 >0

m Adicionando as variaveis de folga ou de excesso, temos:

(P) Min  Z=2x1+3x2+4x3 +2xs (D) Max W =y1+wm
sar X1+ xo—2x3+2x4 — x5 =1 sa: y1+2pt+y;s=2
2x1 —2X0 +x3+x4 —xg =1 Yy1—2y2+ys=3
xj > 0Vj 21 +y2+ys =4
2yt y2t+ye =2
yi >0V

m A relacdo entre as variaveis primais e duais é:
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

X1 3
R SR 2

X3 Y5

X4 Yo
VF { N } VN

X6 Y2

m Sabe-se que solucdo éptima do dual é:
2/3 "
2/3 y2
0 y3
o— —
Y =ls | T oy
14 / 3 Y5
0 Y6
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

X1 3
VIR SRR 2
X3 Y5
X4 Yo
VF { X% N } VN
X6 V2
m Sabe-se que solucdo éptima do dual é:
2/3 "
2/3 2
* 0 _ 3
A ISV Bl A
14/3 Y5
0 Y6

m Sabe-se ainda que, no problema dual:
= Varidveis basicas e de folga: y; e ys5

=» Variaveis ndo basicas de folga: y3 e yg
=» Variaveis basicas e naturais: y; e y»
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Exemplo de aplicacao do Teorema de C.F.

m Aplicando as CCF, obtém-se, para o primal:
= VNB naturais: x, e x3 (Correspondentes a ya, y5)

= VB naturais: x; e x4 (Correspondentes a y3, y5)
- VNB de folga: x5 e x¢ (Correspondentes a y1, y»)
m Como xo, x3, X5 € Xg S30 varidveis n3o basicas, logo xo = x3 = x5 =xs =0e a
solucdo éptima do primal decorre da solucdo do sistema:
X1 + 2X4 =1
2x1 + x4 =1

m A solucdo do sistema é x; = x4 = 1/3.
m A solucdo completa primal é:

X
|
N
*
|
Wl
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Interpretacao Econémica do Dual

Considere o seguinte problema: Uma manufactura produz mesas e bancos, sendo
capaz de vender toda a sua producdo no periodo. O Unico recurso restrito é a
mao de obra, cuja produtividade, juntamente com os lucros, sdo dados na tabela
a seguir.

Homens Horas por unidade produzida

Lucro Departamento Departamento
Produto unitdrio  de montagem de acabamento
Mesas R$ 20 3 4
Bancos R$ 24 6 2
Homens horas disponiveis 60 32

m O modelo de programacdo linear para este problema é:

Maximizar Z = 20x; + 24x,

Sujeito a :
3x1 + 6x, <60 (Depto. de Montagem)
4x1 4 2xp < 32 (Depto. de Acabamento)
x1 >0 (n°® de mesas a produzir)
x>0 (n°® de bancos a produzir)
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Interpretacao Econémica do Dual

m Este PPL (primal) tem n = 2 actividades e m = 2 recursos.
m O ¢j no primal representa o lucro por unidade de actividade j.

m O recurso i, cuja disponibilidade méaxima é b; é consumido a taxa de a;; unidades
por unidade da actividade j.

A tabela de solucdo 6ptima para este PPL é:

VB X1 X2 X3 X4 b
x2 | 0 1 2/9 -1/6 8
x |1 0 -1/9 1/3 4
FO| O 0 28/9 8/3 | —Z+272

m A solucdo 6ptima do PPL primal é x* = [4;8;0;0]

m O método simplex identifica simultaneamente uma solucdo 6tima x* para o PPL
primal e uma solucdo étima complementar y* para o PPL dual (encontrada na
linha FO).

m Assim, a solucdo éptima do PPL dual serd y* = [28/9;8/3;0;0]
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m Qual é a interpretacdo econémica dessas varidveis duais?



Interpretacao Econémica do Dual

m Qual é a interpretacdo econémica dessas varidveis duais?

= A solucdo éptima da primeira varidvel natural dual,y; = 28/9, indica o
impacto da variacdo de um homem /hora de montagem (primeira restricdo
do PPL) sobre o lucro da manufactura.

= y; = 8/3, indica o impacto da variacdo de um homem /hora de acabamento
sobre o lucro da manufactura.

-» Entre os dois sectores, deveria se optar pela montagem, por ter impacto
mais elevado sobre o lucro;

=» Os valores de y* sdo chamado de precos-sombra;

m Em geral, a interpretacdo econémica do Teorema de C.F. pode ser vista de
diversas maneiras, dependendo dos valores das VF e VN dos PPLs Primal e
Dual.

m Vejamos as interpretacdes dos quatro casos, aplicados a um problema primal
na forma padr3o.
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Interpretacao Economica do Dual

Lok *
CASOA:yf =0ex;, ;>0
m Como a variavel de folga do Primal x,; € maior que zero, na solucdo 6ptima
do Primal temos:

n n
* * * .
E:aijxj +Xn+i:bi:>E ajx;| < b, i=1,...,m.
Jj=1 j=1

m Conclusdo: Podemos dizer que nem todo recurso i esta sendo consumido pelas
n actividades, havendo, portanto, sobra desse recurso. Logo, o preco-sombra
(y;) deve ser zero;
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Interpretacao Economica do Dual

Lok *
CASOA: yf=0ex;, ;>0
m Como a variavel de folga do Primal x,; € maior que zero, na solucdo 6ptima
do Primal temos:

n n
* * * .
E :aiJ'Xj + Xy = bi = E ajx; < by, i=1,...,m.
j=1 j=1

m Conclusdo: Podemos dizer que nem todo recurso i esta sendo consumido pelas
n actividades, havendo, portanto, sobra desse recurso. Logo, o preco-sombra
(y;) deve ser zero;

CASO B: yf > 0 quando x;,; =0
m Como a varidvel x,; é igual a zero, na solucdo 6ptima do Primal temos:

n n
* * * .

E:af.ixj + X = bi = E agx; =bj, i=1,....,m

Jj=1 j=1

m Conclusdo: Podemos dizer que todo recurso i estd sendo consumido pelas n
actividades, ndo havendo, portanto, sobra desse recurso. Logo, o preco-sombra
(y;) deve ser maior que zero;
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Interpretacao Economica do Dual

CASO C: x7 =0 ey, >0

m Como a varidvel natural do Primal x é igual a zero, na solugdo 6ptima do

Dual temos:
m m
Zaj,-y,-* —y:th =¢ = Zajiy,‘* > G, J: 1,...,n.
i=1 i=1
m
Z ajiy; representa o valor implicito (custo de oportunidade) de uma producdo
i=1

do produto j;

m Conclus3o: significa que a actividade x; ndo seria realizada, pois o custo seria
maior que o valor do seu beneficio. Ou seja, ja que x = 0, este ndo serd
produzido ou consumido;

Regente: Prof. Dr. Cachimo Assane (ISUTC) Investigagdo Operacional Licenciatura Contabilidade e Auditoria-2018/Sem |1



Interpretacao Economica do Dual

CASO D: x{ > 0 quando y, ;=0

m Como a varidvel de natural do Primal x;* € maior que zero, isso significa que

ndo serd produzido na solucdo 6ptima. Matematicamente, temos:
m m
* * * .
E aji i _ym+j =G = E ajiyy =G, J= 1,...,n.
i—1 i=1
m Conclusdo: podemos dizer que o valor implicito da producido de uma unidade
m
do produto j E ajiy;" | deve ser igual a ¢; (geralmente o valor ou lucro do

i=1
produto j).
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